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△ABC の辺 BC の中点を頂点に持つ内接正三角形問題 

△ABCについて，BCの中点を Dとし， 

CA上に点 Eを， AB上に点 Fを， 

△DEFが正三角形になるようにとる。 

AE＝ p ，EC＝q，AF＝ r，FB＝ sとおくとき， 

(1) 
2222 33 srqp  を証明せよ。 

(2) 正三角形の 1辺を srqp ,,, を用いて表せ。 

(3) BCを srqp ,,, を用いて表せ。 

(4) Acos の値を srqp ,,, を用いて簡単に表せ。 

 

（解） 

(1) 正三角形の 1辺を x，BC＝aとおくと，BD＝DC＝
2

a
である。 

△AFEと△ABCにおいて∠Aが共通であるから， 
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△FBAと△ABCにおいて∠Bが共通であるから， 
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△EDCと△ABCにおいて∠Cが共通であるから， 
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②，③は
2x ，

2a についての連立 2元 1次方程式である。 

②－③から
2x を消去し，

2a について解く。 
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               22222 2 qssrqpsrqpsrqqpsaqrps  ･･･④ 

[1]  0 qrps のとき 

srqp ::  より FE∥BCとなり，4つの三角形 AFE，FBD，DEF，EDCはすべて合同な正三角形となる。 

よって， srqp  より，
2222 33 srqp  は成り立つ。 

[2] 0 qrps のとき，④から 
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⑤を③に代入して，
2x について解くと 
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⑤，⑥を①の左辺に代入すると， 
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よって，
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 033 2222  srqp  ∴
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以上[1]，[2]より
2222 33 srqp  が成立する。 

(2) ⑥の分子を sについて整理すると 
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0x より，
223 qp

qrps
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(3) ⑤で， 0a より 
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 (4) 
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xrp
A

2
cos

222 
 に，⑦を代入すると 
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【別解】(2)～(4) 

AEの延長上に点 Gを 2AE＝AGと

なるように，ABの延長上に点 Hを

2AF＝AHとなるようにそれぞれと

る。 

図のように AG，AHを 1辺とする正

三角形 AGI，AHJを△ABCと重な

らないようにつくる。 

△ACIに余弦定理を適用すると 

CI2＝AI2＋AC2－2AI・AC 60cos  
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同様に，△ABJに余弦定理を適用すると 

BJ2＝AJ2＋AB2－2AJ・AB 60cos       2222
3

2

1
222 srsrrsrr   

いま，∠DFB＝ ，∠DEF＝ ，∠JAF＝ ，∠ICE＝ とく。 

また，BD＝CD＝
2

a
，正三角形 DEFの 1辺を xとおく。 

△BDFに正弦定理を適用すると，
B
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同様に，△CDEに正弦定理を適用すると，
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△FDJに余弦定理を適用すると， DJ2＝FD2＋FJ2－2FD・FJ   90cos  で，FJ＝ r3 であるから 
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DJ2＝ BarrxB
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同様に，△EDIに余弦定理を適用すると， DI2＝ED2＋EI2－2ED・EI   90cos  で，EI＝ P3 であるから 
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また，△DBJにおいて，DJ2＝BD2＋BJ2－2BD・BJ  Bcos  
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同様に，△DCIにおいて，DI2＝CD2＋CI2－2CD・CI  Ccos  
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①，③より， Bass
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②，④より， Caqq
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⑥－⑤より，   0coscos22  CqBsasq ･･･⑦ 

ここで，
   

 
   

 qpa

srqpa
C

sra

qpsra
B











2
cos,

2
cos

222222

を⑦に代入すると， 

   
 

   
 

0
22

222222
22 



















qpa

srqpa
q

sra

qpsra
sasq  

   
    

 
    

 
 22

2222

2

2222
sq

qp

srqpq

sr

qpsrs
a

qp

q

sr

s
























 

              22222 2 sqsrqpsrqpsrqqpsaqrps   

[1] 0 qrps のとき， 

srqp ::  より FE∥BCとなり，4つの三角形 AFE，FBD，DEF，EDCはすべて合同な正三角形となる。 

よって， srqp  より，正三角形の 1辺   60
2

1
cos,2, AApBCpx 　　  

[2] 0 qrps のとき， 
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0a より，
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（分子）＝ 
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よって，
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△AFEに余弦定理を適用して 
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以上[1]，[2]より 

[1] 0 qrps のとき，正三角形の 1辺   60
2

1
cos,2, AApBCpx 　　   

[2] 0 qrps のとき，正三角形の 1辺
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（2015/5/30 時岡） 
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△ABCについて，BCの中点を Dとし， 

CA上に点 Eを， AB上に点 Fを， 

△DEFが正三角形になるようにとる。 

BC＝ a，CA＝b ，AB＝ cとおくとき， 

正三角形の 1辺を cba ,, を用いて表せ。 

 

（解）正三角形の 1辺を x，EC＝q， FB＝ sとおくと，AE＝ qb   AF＝ sc  である。 

時岡の定理より，     2222
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②－③より， q
b

cba
s

c

cba
qs

22

222222
22 




 ･･･⑤ 

⑤を④に代入すると，    22
222222

36
22

4 cbbqcsq
b

cba
s

c

cba








 



 

sについて解くと，
   

 222

22222

42

342

cbab

cbbcqcbac
s




 ･･･⑥ 

⑥を④に代入すると，
    

  222222

22222224224

4

2323

cbcbacbcba

tcbacbcabbaab
q




 ･･･⑦ 

ただし，     cbacbacbacbat  である。 

⑦を③に代入すると 

        
  222222

222222222222422246

22

223952

cbcbacbcba

tcbacbacbcbcbbacbaat
x




 ･･･（答） 
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（補足）
    

  222222

22222224224

4

2323

cbcbacbcba

tcbacbbaccaac
s




  

【例 1】 

△ABCについて，BCの中点を Dとし，CA 上に点 Eを， AB上に点 Fを，

△DEFが正三角形になるようにとる。 

BC＝5，CA＝7，AB＝8のとき，正三角形の 1辺を求めよ。 

 

 

 

 

（答）
16

975
 

参考：
16

55
,

16

73
,

16

35
,

16

77
 FBAFECAE  

 

 

【例 2】 

△ABC について，BC の中点を D とし，CA 上に点 E を， AB

上に点 Fを，△DEFが正三角形になるようにとる。 

BC＝3，CA＝5，AB＝7のとき，正三角形の 1辺を求めよ。 

 

 

（答）
8

213
 

参考：
8

21
,

8

35
,

8

3
,

8

37
 FBAFECAE  

 

（2015/5/31 時岡） 


